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Suma de Variables Aleatorias -
Convolucion

Para variables independientes, la densidad de la suma \(Z = X + Y\) es la convolucidn: \[
f Z(z) = \int_{-\infty} ~{\infty} f X(x) f_Y(z-x) dx = (f X *f_Y)(z) \] En el caso discreto: \[
f {X+Y}(2) = \sum_{x} f_X(x) f_Y(z-x) \]

Simulador: Suma de dos uniformes independientes en (0,1)

|Generar muestra de X+Y|

Derivacion de la convolucidn

\[ \begin{align*} F_Z(z) &= \mathbb{P}(X+Y \le z) = \int_{-\infty} ~ {\infty} \int_{-\infty} ~{z-x}
fX(X)f_Y(y) dy dx \\ &= \int_{-\infty } ~ {\infty } f_X(x) F_Y(z-x) dx \\ f_Z(z) &= \frac{d}{dz}
F Z(z) = \int_{-\infty} ~{\infty} f _X(x) f_Y(z-x) dx \end{align*} \]

Ejemplo del PDF: Suma de dos Uniformes(0,1) \[ f Z(z) = \begin{cases} z& 0\lez< 1\\2-z
& 1\le z\le 2 \\ 0 & \text{otro caso} \end{cases} \] Esta es la distribucion triangular (Irwin-Hall
con n=2).

¢Qué forma tiene la suma de tres uniformes independientes?

La suma de tres uniformes (Irwin-Hall con n=3) tiene una densidad formada por tres segmentos
de parabola: \[ f Z(z) = \begin{cases} \frac{1}{2}z"2 & 0\le z < 1 \\ \frac{1}{2}(-2z"2 + 6z -
3) & 1\lez < 2\ \frac{1}{2}(3-2)"2 & 2 \le z \le 3 \end{cases} \] En general, la suma de \(n\)
uniformes se aproxima a una normal por el TCL.

Ejercicio

(Barrios y colaboradores, Cuaderno de Ejercicios CP2, secciéon 10, ej. 1) Sea \(a\) una
constante. Demuestre que la diferencia de dos variables aleatorias independientes,
ambas con distribucion uniforme en el intervalo \((a-1/2,a+1/2)\), tiene funcién de

densidad \(f(u)=1-|u|\) para \(-1<u<1)\).




Sean \(X,Y\sim\text{Unif}(a-1/2,a+1/2)\) independientes, y \(U=X-Y\). La constante \(a\) se
cancela por traslacion: si \(X'=X-a\), \(Y'=Y-a\), entonces \(X',Y'\sim\text{Unif}(-1/2,1/2)\) y
\(U=X'-Y"\), asi que basta considerar \(a=0\).

Usando la férmula de convolucién para la diferencia, \(f_U(u)=\int f_X(x)f_Y(x-u)\,dx\), con

\(f X=f Y=\mathbb{1} {(-1/2,1/2)}\): \[ f_ U(u) =\int_{-1/2}~{1/2} \mathbb{1} {(-1/2,1/2)}(x-
u)\,dx = \text{longitud de } (-1/2,1/2)\cap(u-1/2,u+1/2).\] Para \(O\le u<1\), esta interseccién
es el intervalo \((u-1/2,\,1/2)\), de longitud \(1-u\). Por simetria (\(f_U\) es par, ya que \(X-Y\) y
\(Y-X\) tienen la misma distribucién), para \(-1<u\le0\) la longitud es \(1+u\). En ambos casos,
\(f_U(u)=1-|u|\) para \(-1<u<1)\).




Suma de Gammasy
Propiedades de la Convolucion

La convolucion es una operacién entre funciones que es:

e Conmutativa: \(f X*fY=fY*f X\)
e Asociativa: \(f X * (f. Y *f Z) = (f X *f Y) *f_Z\)

Visualizacion: Suma de dos variables Gamma

a1 (forma 1): |2 | 2.0 az (forma 2): |3 | 3.0B

(escala comun): |1 1.0

Demostraciéon: Suma de Gammas independientes

Si \(X \sim \text{Gamma}(\alpha_1, \beta)\) e \(Y \sim \text{Gamma}(\alpha_2, \beta)\)
independientes: \[ \begin{align*} f Z(z) &= \int_ 0"z \frac{x”" {\alpha_1-1}e"~{-

x/\beta}} {\beta” {\alpha_1}\Gamma(\alpha_1)} \cdot \frac{(z-x) "~ {\alpha_2-1}e” {-(z-
x)\beta}} {\beta” {\alpha_2}\Gamma(\alpha_2)} dx \\ &= \frac{e"{-

z/\beta} }{\beta” {\alpha_l+\alpha_2}\Gamma(\alpha_1)\Gamma(\alpha 2)} \int 0"z
x”~{\alpha_1-1}(z-x)"~{\alpha_2-1} dx \\ &= \frac{e”™ {-z/\beta} z~ {\alpha_l+\alpha 2-
1}}{\beta~{\alpha_l+\alpha 2}\Gamma(\alpha_1+\alpha_2)} \end{align*} \] jPor lo tanto,
\(X+Y \sim \text{Gamma}(\alpha_1l+\alpha_2, \beta)\)!

Corolario importante:

Si \(X_1, \Idots, X_n\) son i.i.d. \(\text{Exp}(\lambda)\) (Gamma(1, 1/A)), entonces \[ \sum_{i=1}"n
X_i\sim \text{Gamma}(n, 1/\lambda) \] La suma de exponenciales independientes sigue una
distribucion Gamma.

Ejercicio

El tiempo de vida de un componente electrénico es \(\text{Exp}(\lambda=0.5)\)
(media 2 ainos). Un sistema usa 4 componentes idénticos e independientes,
reemplazando cada uno al fallar (redundancia en espera, "standby"). Encuentre la



distribucion del tiempo total de vida del sistema \(T\), y calcule
\(\mathbb{P}(T>10)\).

Por el corolario, \(T=\sum_{i=1}"4 X i\sim \text{Gamma}(n=4, \beta=1/\lambda=2)\).

Para calcular \(\mathbb{P}(T>10)\) usamos la relacion Gamma-Poisson (véalida cuando el
parametro de forma es un entero \(n\)): si \(T\sim\text{Gamma}(n,\beta)\), entonces \[
\mathbb{P}(T>t) = \mathbb{P}\left(\text{Poisson}\left(\frac{t} {\beta}\right) \le n-1\right). \]
Con \(t=10\), \(\beta=2\): \(t/\beta=5\), y necesitamos \(\mathbb{P}(\text{Poisson}(5)\le3)\): \[
\mathbb{P}(T>10) = e~ {-5}\left(1+5+\frac{5°2}{2!}+\frac{57 3} {3!}\right) = e™ {-
5}(1+5+12.5+20.833) \approx 0.2650. \] Es decir, hay aproximadamente 26.5% de
probabilidad de que el sistema siga funcionando después de 10 afios.




Coclente de Variables Aleatorias

Para el cociente \(Z = Y/X\), la densidad esta dada por: \[ f_{Y/X}(z) = \int_{-\infty} ™~ {\infty}
IX] f_{X,Y}(x, xz) dx \] Si \(X\) y \(Y\) son independientes: \[ f {Y/X}(z) = \int_{-
\infty } ~{\infty} |x| f X(x) f_Y(xz) dx \]

Ejemplo clasico: Cociente de dos normales estandar

|Generar muestra de Y/X|

Derivacion de la férmula para el cociente

\[ \begin{align*} F_Z(z) &= \iint_{\{y/x \le 2\}} f X(x)f_Y(y) dx dy \\ &= \int_{-\infty}~0
\int_{zx} ™ {\infty} f_X(x)f_Y(y) dy dx + \int_ 0~ {\infty} \int_{-\infty} ~{zx} f X(x)f_Y(y) dy dx
\end{align*} \] Diferenciando bajo el signo integral: \[ f_{Y/X}(z) = \int_{-\infty}~0 (-

x)f X(x)f_Y(zx) dx + \int_ 0™ {\infty} x f X(x)f_Y(zx) dx = \int_{-\infty} ~{\infty} [x] f X(x) f_Y(zx)
dx \]

Ejemplo del PDF: Cociente de normales estandar
Sean \(X, Y \sim N(0,1)\) i.i.d. Entonces: \[ f_{Y/X}(z) = \frac{1}{\pi(1+z"2)} \] jEs la distribucion
Cauchy(0,1)! Tiene colas pesadas y varianza infinita.

¢Qué distribucion tiene el cociente de dos exponenciales independientes?

Si \(X, Y \sim \text{Exp}(\lambda)\) independientes, entonces: \[ f {Y/X}(z) =
\frac{1}{(1+2)"~2}, \quad z > 0\] jEs una distribuciéon \(F_{2,2}\)! El cociente de
exponenciales sigue una distribucién F con (2,2) grados de libertad.

Ejercicio

(Barrios y colaboradores, Cuaderno de Ejercicios CP2, seccion 10, ej. 2) Sea
\(X=(X_1,X_2)\) con f.d.p. conjunta

\(f(x_1,x_2)=\dfrac{1}{x 1"2x 2~2}\mathbb{1} {(1,\infty)}(x_1)\mathbb{1} {(1,\in
fty)}(x_2)\). Encuentre la f.d.p. de \(X_1/X_2\).

Sea \(Z=X_1/X_2\). Usando la férmula del cociente con \(x_1=zx_2\): \[ f Z(z) = \int
x 2\, f(zx_2,\,x_2)\,dx_2 =\int_{x_2 >\max(1,\,1/2)} x_2\cdot\frac{1}{(zx 2)"2x 272}\,dx 2 =




\frac{1}{z"2}\int_{\max(1,1/z)} ~{\infty} x 2~ {-3}\,dx_2,\] (la restriccién \(x_2>\max(1,1/z)\)
viene de necesitar \(x_2>1\) y \(zx_2>1\) simultaneamente). Usando \(\int_a”\infty x 2~ {-
3}dx_2 =\frac{1}{2a"2}\): \[ f_Z(z) = \frac{1}{2z"2 \cdot \max(1,1/z)"2}.\] Separando
casos: para \(z\gel\) (donde \(\max(1,1/z)=1\)): \(f_Z(z)=\dfrac{1}{2z"2}\). Para \(0<z<1\)
(donde \(\max(1,1/z)=1/z\)): \(f_Z(z)=\dfrac{1}{2z"2\cdot(1/z"2)}=\dfracl2\). Se puede
verificar que integra a 1:
\(\int_0~"1\fracl2dz+\int_1"\infty\frac{1}{2z"2}dz=\fracl2+\fracl2=1\). v




Distribucion F (Fisher-Snedecor)

La distribucién \(F\) con \(m\) y \(n\) grados de libertad se define como: \[ W =
\frac{X/m}{Y/n} \sim F_{m,n}, \quad \text{donde } X \sim \chi~2_m,\; Y \sim \chi~2_n
\text{ independientes} \] Su densidad es: \[ f W(w) =
\frac{\Gammal\left(\frac{m+n} {2}\right)} {\Gamma\left(\frac{m} {2 }\right)\Gamma\left(\frac
{n}{2}\right)} \left(\frac{m}{n}\right)~{m/2} \frac{w~ {\frac{m} {2}-

1} {\left(1+\frac{m} {n}w\right)”~ {\frac{m+n}{2}}}, \quad w > 0 \]

Explora la distribucion F

Grados de libertad m (numerador): |5 5 Grados de libertad n

(denominador): |10 10

Propiedades de la distribucion F:

e Si\(T \sim t_n\) (t-Student), entonces \(T"~2 \sim F_{1,n}\)

e \(W~{-1} \sim F_{n,m}\) (reciproca)

e \(\mathbb{E}[W] = \frac{n}{n-2}\) para \(n > 2\)

e \(\operatorname{var}(W) = \frac{2n"2(m+n-2)} {m(n-2)"~2(n-4)}\) para \(n > 4\)
e Percentiles: \(F(p; m, n) = \frac{1}{F(1-p; n, m)}\)

Relacidon con la t-Student

Si \(T \sim t_n\), entonces \(T"2 = \frac{Z"~2}{\chi~2_n/n}\).

Como \(Z2"2 \sim \chi~2_1\), tenemos \(T"2 \sim \frac{\chi~2_1}{\chi~2_n/n} =
\frac{\chi~2_1/1}{\chi~2_n/n} \sim F_{1,n}\).

Por lo tanto, jel cuadrado de una t-Student sigue una F con (1, n) grados de libertad!

Ejemplo de aplicacion: En ANOVA, la estadistica \(F = \frac{\text{MSB} } {\text{MSW}}\) sigue
una distribucién \(F_{k-1, N-k}\) bajo la hipdtesis nula.
Para \(m=3, n=12\), el valor critico al 95% es aproximadamente 3.49.

¢Qué le pasa a la distribucion F cuando m y n crecen?

Cuando \(n \to \infty\), \(F_{m,n}\) converge a \(\chi~2_m/m\) (una chi-cuadrada escalada).
Cuando \(m \to \infty\), el comportamiento es similar. En la practica, para grados de libertad



‘ grandes (>100), la distribuciéon F se aproxima a una normal.

Ejercicio

Usando la propiedad de reciprocidad \(W~ {-1}\sim F_{n,m}\) (mencionada arriba),
derive la relacion de percentiles \(F(p;m,n) = 1/F(1-p;n,m)\).

Por definicién, \(F(p;m,n)\) es el valor tal que \(\mathbb{P}(W\le F(p;m,n))=p\), donde \(W\sim
F_{m,n}\). Esta desigualdad es equivalente a: \[ \mathbb{P}(W\le F(p;m,n)) =
\mathbb{P}\\left(\frac{1}{W3}\ge \frac{1} {F(p;m,n)}\right) = p, \] es decir, \[
\mathbb{P}\N\left(\frac{1}{W} < \frac{1}{F(p;m,n)}\right) = 1-p. \] Pero por la propiedad de
reciprocidad, \(1/W\sim F_{n,m}\). Por definicidon de percentil aplicada a \(1/W\), el valor \(v\) tal
qgue \(\mathbb{P}(1/W\le v)=1-p\) es exactamente \(v=F(1-p;n,m)\). Comparando ambas
expresiones: \[ F(1-p;n,m) = \frac{1}{F(p;m,n)} \quad\Longleftrightarrow\quad F(p;m,n) =
\frac{1}{F(1-p;n,m)}. \] Esta identidad es la razén practica por la que las tablas de la
distribucién F solo publican percentiles altos (como 0.95 o0 0.99): los percentiles bajos se
obtienen invirtiendo y cambiando el orden de los grados de libertad.




Aplicaciones: Cociente de Chi-
cuadradas

Sean \(X \sim \chi”~2_m\) e \(Y \sim \chi”~2_n\) independientes. Entonces: \[ Z = \frac{X}{Y}

\text{ tiene densidad } f Z(z) =
\frac{\Gammal\left(\frac{m+n} {2 }\right) } {\Gammal\left(\frac{m} {2 }\right)\Gammal\left(\frac
{n}{2}\right)} \frac{z™ {\frac{m}{2}-1}}{(1+2)~ {\frac{m+n}{2}}}, \quad z > 0 \] Esta

es la base de la distribucion \(F\).

Simulador: Cociente de Chi-cuadradas vs F

m (numerador): 3 '3n (denominador): 6
|Generar muestra|

6

Relacion entre F y Beta:
Si \(W\sim F_{m,n}\), entonces: \[ \frac{\frac{m}{n}W}{1+\frac{m}{n}W} \sim
\text{Beta}\left(\frac{m} {2}, \frac{n} {2}\right) \] Esta transformacién es util para calcular

percentiles de la distribucién F.

¢Para qué se usa la distribucidon F en estadistica?

La distribucion F es fundamental en:
e ANOVA (comparacién de medias de multiples grupos)
e Prueba de igualdad de varianzas (prueba F)
e Pruebas de significancia global en regresién lineal
e Comparaciéon de modelos anidados

Ejercicio

(Barrios y colaboradores, Cuaderno de Ejercicios CP2, seccidon 11, ej. 2 — adaptado)
Sean \(X_1,X_2\) variables aleatorias independientes con
\(X_i\sim\text{Gamma}(\alpha_i,\lambda)\) (mismo parametro de tasa \(\lambda\)).
Encuentre la f.d.p. de \(W=\dfrac{X_1}{X 1+X_2}\), y explique su relacién con la



distribucion F de esta pagina.

Sea \(5=X_1+X_2\), de modo que \(X_1=WS\), \(X_2=S(1-W)\). El jacobiano de
\((x_1,x_2)\to(w,s)\) es \(]J]|=s\). La densidad conjunta (por independencia) es: \[ f(x_1,x 2) =
\frac{\lambda~ {\alpha_1}x 1~ {\alpha_1-1}e” {-\lambda
x_1}}{\Gamma(\alpha_1)}\cdot\frac{\lambda~ {\alpha_2}x 2~ {\alpha_2-1}e~ {-\lambda
x_2}}{\Gamma(\alpha_2)}. \] Sustituyendo \(x_1=ws\), \(x_2=s(1-w)\), y multiplicando por
\(J|=s\): \[ f(w,s) =

\frac{\lambda” {\alpha_1+\alpha_2}}{\Gamma(\alpha_1)\Gamma(\alpha_2)}\, w” {\alpha_1-
1}(1-w)~{\alpha_2-1}\, s~ {\alpha_l+\alpha_2-1}e~{-\lambda s}, \quad O<w<1, s>0.\] jLa
densidad se factoriza en una parte que depende solo de \(w\) y otra solo de \(s\)! Integrando
sobre \(s\) (usando \(\int_0™\infty s™{\alpha_1+\alpha_2-1}e”{-\lambda
s}tds=\Gamma(\alpha_l+\alpha 2)Alambda” {\alpha_1+\alpha 2}\)): \[ f W(w) =
\frac{\Gamma(\alpha_l+\alpha_2)}{\Gamma(\alpha_1)\Gamma(\alpha_2)}\, w™~{\alpha_1-
1}(1-w)~{\alpha_2-1}, \quad O<w<1, \] que es exactamente la densidad de una
\(\text{Beta}(\alpha_1,\alpha_2)\). Esta es la versién mas fundamental de la relaciéon F-Beta de
esta pagina: cuando \(\alpha_1=m/2\), \(\alpha_2=n/2\) (es decir, \(X_1,X_2\) son chi-
cuadradas), \(W=X_1/(X_1+X 2)\) coincide exactamente con la transformacion
\(\frac{(m/n)W_F}{1+(m/n)W_F}\) de una \(F_{m,n}\), confirmando por qué esa combinacion
resulta Beta.




